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АННОТАЦИЯ  
Издательство журнала «Геоинфо» подготовило к печати и передало в 
типографию книгу «Математические модели грунтов для инженеров» 
(авторы – А.Ю. Мирный и А.С. Мосина), объемом более 400 страниц. Эта 
монография, задуманная в первую очередь как практический справочник, 
содержит в себе необходимую теоретическую информацию по теории 
упругости, пластичности и ползучести, а также сведения о более чем  
30 моделях, реализованных в наиболее популярных геотехнических 
расчетных комплексах, об их областях применения и методиках 
определения параметров. На эту книгу получены положительные 
рецензии профессоров Г.Г. Болдырева и А.Г. Шашкина. Приобрести данное 
издание можно будет уже в октябре 2024 года, отправив заявку на адрес 
электронной почты sale@indep-geo.ru. С актуальным содержанием данной 
монографии можно ознакомиться по ссылке https://disk.yandex.ru/d/ 
X-lHTOKrwOC2-A.  
Чтобы дать читателям представление о стиле изложения и содержании 
этой книги, мы, с согласия авторов, решили опубликовать фрагменты из 
нее в серии статей. В данной стате рассказывается п поверхностях 
текучести и законах пластического течения.  
 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА:  
поверхность прочности; поверхность текучести; поверхность нагружения; 
упрочнение; разупрочнение; закон упрочнения; ассоциированный закон 
пластического течения; неассоциированный закон пластического 
течения; пластический потенциал; поверхность пластического 
потенциала.  
 
ССЫЛКА ДЛЯ ЦИТИРОВАНИЯ:  
Мирный А.Ю., Мосина А.С. Поверхности текучести и законы пластического 
течения // Геоинфо. 2024. Т. 6. № 9. С. 32–38. DOI:10.58339/2949-0677-
2024-6-9-32-38.  

DOI:10.58339/2949-0677-2024-6-9-32-38 УДК 51-74; 624.131 



SOIL MECHANICS AND GEOTECHNICS

33«ГеоИнфо» | 9­2024

О
чевидно, что ни одно реаль-
ное физическое тело не спо-
собно деформироваться бес-

конечно долго и полностью восстанав-
ливать форму после снятия нагрузки. 
Тем не менее большинство конструк-
ционных материалов, таких как сталь 
или железобетон, используются при 
пренебрежимо малых величинах де-
формации исключительно в линеино-
упругом диапазоне, что позволяет при-
менять к ним теорию упругости. В  дис-
персных средах пластические деформа-
ции преобладают над упругими, что не-
обходимо учитывать при моделирова-
нии. Вопросы деформирования тел за 
пределом упругости рассматривает тео-
рия пластичности. 

Неограниченное развитие деформа-
ции противоречит гипотезе о малости 
деформаций (в етом случае перестают 
выполняться физические уравнения 
теории упругости) либо приводит к по-
тере сплошности (в етом случае тело 
разделяется на два отдельных тела, 
взаимодеиствующих как механизм). Пе-
реход от упругопластического дефор-
мирования к неограниченному пласти-

ческому течению либо к потере сплош-
ности под деиствием внешних сил рас-
сматривается теориеи прочности. 

Если в пространстве главных напря-
жении отметить все точки, в которых 
удовлетворяется выбранное условие 
прочности, то получится некоторая за-
мкнутая поверхность – поверхность 
прочности. Все точки, попадающие 
внутрь даннои поверхности, соответ-
ствуют напряженным состояниям, при 
которых не превышена прочность мате-
риала. Как только траектория измене-
ния напряжении достигает поверхности 
прочности, «срабатывает» условие 
прочности – происходит разрушение те-
ла. Традиционно поверхности прочно-
сти описываются некоторои функцией 
прочности, обозначаемои  f. При f=0 
точка в пространстве главных напряже-
нии лежит на поверхности прочности.  

Поверхности текучести и прочности, 
помимо пространственного отображе-
ния в пространстве главных напряже-
нии, удобно характеризовать посред-
ством меридианного сечения (сечения 
плоскостью, проходящеи по гидроста-
тическои оси и оси одного из главных 

напряжении) и девиаторного сечения 
(сечения плоскостью, проходящеи пер-
пендикулярно гидростатическои оси). 
Пересеченная плоскостью поверхность 
оставляет на плоскости след. Так, на-
пример, след поверхности прочности 
на девиаторном сечении показывает, 
как сопротивление разрушению зави-
сит от вида напряженного состояния 
при постоянном среднем напряжении. 
След поверхности на меридианнои 
плоскости позволяет оценить влияние 
среднего напряжения на сопротивление 
разрушению.  

Поверхность прочности хрупких тел 
разделяет упругое деформирование и 
нарушение сплошности. Все напряжен-
ные состояния внутри поверхности 
прочности относятся к идеально упру-
гому поведению, а снаружи – к хрупко-
му разрушению (рис. 1, а).  

У вязких же тел после упругого де-
формирования наблюдается развитие 
пластических деформации без разруше-
ния (упругопластическая модель). 
В связи с етим выделяют вторую по-
верхность, которая разграничивает 
упругое и пластическое деформирова-
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ABSTRACT  
The publishing house of the “Geoinfo” journal has prepared for printing the 
book “Mathematical models of grounds for engineers” (by A.Yu. Mirnyy and 
A.S. Mosina) with a volume of more than 400 pages and handed it over to a 
printing house. This monograph (which was conceived primarily as a 
practical reference book) contains the necessary theoretical information on 
the theory of elasticity, plasticity and creep, as well as the information about 
more than 30 models implemented in the most popular geotechnical 
computational softwares, about their fields of application and methods for 
determining parameters. This book received positive reviews from professors 
G.G. Boldyrev and A.G. Shashkin. You will be able to purchase the book in 
October 2024 by sending an application to the next email address: 
sale@indep-geo.ru. The current contents of this monograph can be found at 
the next web link: https://disk.yandex.ru/d/X-lHTOKrwOC2-A.  
To provide insight into the style of presentation and the content of the book 
for the readers, we decided to publish some fragments from it (with the 
consent of the authors) in a series of articles. This article considers yield 
surfaces and the plastic flow laws.  
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strength surface; yield surface; loading surface; hardening; softening; 
hardening law; associated plastic flow law; non-associated plastic flow law; 
plastic potential; plastic potential surface.  
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ние, – поверхность текучести1. Соот-
ветственно, траектория напряжении 
сначала достигает поверхности текуче-
сти (и в етот момент деформации пере-
стают быть упругими, начинается раз-
витие пластических деформации), а за-
тем доходит до поверхности прочности 
(и в етот момент фиксируется разруше-
ние, то есть полная потеря жесткости, 
развитие неограниченных пластических 
деформации при постоянном напряже-
нии) (рис. 1, в).  

Положение поверхности текучести 
вязкого тела зависит от характера на-
гружения и особенности деформирова-
ния тела. Так, в простых идеально 

упругопластических моделях поверх-
ность текучести совпадает с поверх-
ностью прочности и отражает переход 
от упругого деформирования к пласти-
ческому течению, минуя при етом ста-
дию пластических деформации без 
разрушения (см. рис. 1, б). Таким об-
разом, все напряженные состояния 
внутри поверхности текучести отно-
сятся к идеально упругому поведению, 
а снаружи – к неограниченному пла-
стическому течению, то есть разруше-
нию. Следует отметить, что переход 
деформирования к пластическому 
течению без стадии пластических де-
формации краине редко наблюдается в 

реальных телах. Именно поетому ета 
модель носит название «идеальная». 
Подобныи тип деформирования харак-
терен для некоторых металлов, кото-
рые после превышения предела упру-
гости начинают неограниченно пласти-
чески течь.  

Наконец, в моделях с упрочнением / 
разупрочнением поверхность текучести 
называют поверхностью нагруже-
ния, и она меняет свое положение в за-
висимости от истории нагружения. По-
верхность прочности в данном случае 
является предельнои поверхностью для 
упрочнения при еволюции поверхности 
текучести. 

1 Поверхность текучести отделяет упругое деформирование от пластического течения в идеально упругопластических моделях и от пластического 

деформирования в упругопластических моделях. 

Рис. 1. Следы поверхностеи текучести и прочности и графики деформирования: а – идеально упругопластическая модель в случае 
хрупкого разрушения; б – идеально упругопластическая модель в случае вязкого разрушения; в – упругопластическая модель с 
разделенными поверхностями текучести и прочности 
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Для изотропных тел поверхность 
прочности будет симметрична относи-
тельно гидростатическои оси. Но для аб-
солютного большинства грунтов ета по-
верхность не является телом вращения, 
так как предел прочности зависит от ви-
да напряженного состояния. Для струк-
турно анизотропных тел, в том числе не-
которых разновидностеи грунтов, ось 
поверхности прочности не совпадает с 
гидростатическои осью и в специализи-
рованных моделях ето учитывается.  

Форма поверхности текучести опи-
сывается математическои функциеи, 
называемои условием текучести. 
Ко всем без исключения условиям те-
кучести предъявляются определенные 
требования, подробнее о которых мож-
но узнать из курса теории пластично-
сти. Данные требования основаны на 
енергетических принципах описания 
пластического деформирования.  

Постулат Друкера, сформулиро-
ванныи Друкером и Хиллом, состоит из 
двух утверждении [1, 2]:  

в процессе нагружения увеличение •
напряжении совершает положительную 
работу. Так как работа определяется 
как произведение приращении напря-
жении и деформации, ето означает, что 
данные приращения имеют одинаковыи 
знак. С  точки зрения физического 
смысла ето утверждение постулирует, 
что при увеличении напряжении про-
исходит увеличение деформации;  

за весь цикл дополнительного нагру-•
жения и разгрузки добавочные напря-
жения совершают положительную рабо-
ту, если имеет место пластическая де-
формация. Ето означает, что сумма ра-
боты внешних сил при нагружении и за-
пасеннои телом потенциальнои енер-
гии, расходуемои на разгрузку, равна 
нулю при идеально упругом деформи-
ровании. Если же совершается пласти-
ческая деформация, то часть работы 
внешних сил расходуется на изменение 
внутреннеи енергии тела и сумма рабо-
ты будет иметь положительныи знак 
(при нагружении потрачено енергии 
больше, чем запасено телом). (Более 
подробно етот процесс рассматривается 
в разделе, посвященном гистерезису.) 

Отсюда следует, что поверхность те-
кучести должна быть выпуклои, то есть 
луч, выходящии из начала координат, 

должен пересекать поверхность в един-
ственнои точке. Если на поверхности 
текучести будут «впадины» и «складки», 
то гипотетически может существовать 
такая траектория нагружения, при ко-
торои снижение напряжении приведет 
к развитию пластическои деформации, 
а ето нарушает закон сохранения енер-
гии (при разгрузке телом будет потраче-
но больше енергии, чем получено за 
счет совершения работы внешних сил 
при нагружении). Отметим, что для раз-
упрочняющихся моделеи постулат Дру-
кера не выполняется.  

Очевидно также, что поверхность те-
кучести не может проходить через на-
чало координат, так как ето означает, 
что пластические деформации возни-
кают при отсутствии напряжении2.  

Условия текучести и прочности для 
изотропного материала не должны за-
висеть от выбора направления осеи в 
системе координат, то есть должны 
формулироваться в виде функции ин-
вариантов тензора напряжении. Наибо-
лее наглядно ето видно на примере хо-
рошо известного условия прочности 
Кулона – Мора. Закон Кулона сам по 
себе не может использоваться в расче-
тах пространственного напряженного 
состояния, так как связывает между со-
бои нормальные и касательные напря-
жения на некои опаснои площадке, по-
ложение которои неизвестно. В то же 
время закон Кулона – Мора (выражен-
ныи уже в главных напряжениях) не за-
висит от ориентации осеи и позволяет 
оценить прочность на площадках, ори-
ентированных под любым углом.  

Теория пластичности предполагает, 
что всестороннее сжатие/растяжение 
является исключительно упругим и не 
должно влиять на положение поверхно-
сти текучести (ограничивающеи исклю-
чительно девиаторное нагружение). 
Данное требование, как говорилось вы-
ше, характерно для сплошных тел, но 
не относится к дисперсным средам, где 
всестороннее сжатие может вызывать 
пластические деформации.  

Помимо етих основных требовании 
есть и дополнительные. Так, например, 
для использования при численном мо-
делировании желательно, чтобы поверх-
ность текучести в любои точке была 
дифференцируемои, то есть имела бы 

единственным образом направленную 
нормаль. Ето необходимо, так как на-
правление вектора приращения пласти-
ческои деформации определяется с по-
мощью касательнои к поверхности те-
кучести. Наличие на поверхности теку-
чести складок и ребер приводит к двои-
ственности оценки состояния тела, так 
как положение касательнои плоскости 
не определено.  

Поверхность текучести необязатель-
но должна занимать фиксированное по-
ложение в пространстве. Ето означает, 
что история изменения НДС будет вы-
зывать изменение точки перехода от 
упругого деформирования к пластиче-
скому (размер «упругого ядра»). Напри-
мер, вследствие развития и накопления 
пластических деформации после раз-
грузки и повторного нагружения по-
верхность текучести будет находиться 
выше, то есть упругое ядро увеличит 
размер, произоидет упрочнение (har-
dening). И наоборот, если при разгрузке 
поверхность текучести будет умень-
шаться вместе с напряжениями, про-
изоидет разупрочнение (softening). 
Данные процессы позволяют учесть 
структурные изменения в материале 
при пластическом деформировании.  

Упрочнение при сдвиге больше ха-
рактерно для дисперсных грунтов с вяз-
ким разрушением, в которых развитие 
пластических деформации в большин-
стве случаев приводит к уплотнению 
скелета и увеличению жесткости и 
прочности. Разупрочнение, наоборот, 
встречается в средах с хрупким разру-
шением, например в скальных грунтах: 
накопление дефектов приводит к ча-
стичнои или полнои необратимои поте-
ре прочности при многократном нагру-
жении. Также с помощью разупрочне-
ния описывается поведение чувстви-
тельных грунтов, сопротивление кото-
рых сдвигу снижается вследствие тик-
сотропии.  

Многие зарубежные источники свя-
зывают упрочнение и разупрочнение с 
состоянием переуплотнения. В недо-
уплотненных и нормально уплотненных 
грунтах обычно наблюдается достаточ-
но высокая пористость и при сдвиге 
происходит уплотнение скелета. При 
етом образуются новые контакты и со-
противление дальнеишему сдвигу по-

2 Данное условие применительно к дисперсным грунтам требует отдельного комментария. Действительно, в твердых телах (и в связных грунтах) за 

счет наличия жестких связей между элементами структуры любому пластическому деформированию должно предшествовать упругое. Однако для 

идеально сыпучих сред, не обладающих сцеплением, малейшее увеличение напряжений приводит к пластическому деформированию, что наблюда-

ется в экспериментах и не противоречит физическому смыслу. Тем не менее при численном моделировании это приводит к возникновению пласти-

ческих деформаций при начальном загружении модели и сразу порождает нелинейное решение. Именно поэтому в ряде источников встречается ре-

комендация задавать минимальное значение удельного сцепления не равным нулю, – в этом случае поверхность текучести не пересекает начало 

координат и устойчивость численного решения повышается. 
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степенно возрастает. В переуплотнен-
ных грунтах сдвиг вызывает постепен-
ное разрушение контактов и снижение 
сопротивления сдвигу, за счет чего на-
блюдается разупрочнение. Данные 
утверждения можно рассматривать 
только в общем смысле, так как в при-
родных грунтах возможны различные 
отклонения от етои закономерности.  

Упрочнение может наблюдаться и 
при объемном сжатии – ето означает, 
что дальняя точка шатровои поверхно-
сти текучести будет отодвигаться от на-
чала координат. Ета важная особен-
ность характерна для всех дисперсных 
сред: при первичном объемном сжатии 
в них наблюдаются пластические де-

формации объема, а при повторном ‒ 
уже только упругие.  

Различают изотропное и кинемати-
ческое упрочнение. При изотропном 
упрочнении поверхность текучести 
симметрично увеличивается относи-
тельно гидростатическои оси. Для боль-
шинства грунтов характерно именно 
изотропное упрочнение. 

При кинематическом упрочнении 
размер поверхности текучести не ме-
няется, но ее положение в пространстве 
главных напряжении смещается, то есть 
предел упругости изменяется в различ-
ных направлениях по-разному. Ето ха-
рактерно для металлов при таких явле-
ниях, как наклеп3. Кинематическое 

упрочнение в дисперсных грунтах так-
же имеет место (например, при пере-
уплотнении глинистых грунтов и фор-
мировании анизотропнои структуры), 
но слабо изучено. Тем не менее модели 
с кинематическим упрочнением ис-
пользуются, например для расчетов ди-
намическои устоичивости грунтов.  

Упрочнение (разупрочнение) описы-
вается в каждои модели отдельнои 
функциеи – законом упрочнения. 
В зависимости от используемых в моде-
ли решении закон упрочнения может 
записываться по-разному, однако чаще 
всего он связывает размер поверхности 
текучести с уровнем достигнутых на-
пряжении либо пластическои деформа-
ции. Примеры отдельных законов 
упрочнения будут приведены в описа-
нии конкретных моделеи во второи ча-
сти книги.  

Очевиднои особенностью всех пла-
стических тел является развитие тече-
ния в направлении деиствия напряже-
нии, вызывающих ето течение, – точно 
так же, как и жидкости текут в направ-
лении градиента сил [3]. Ето позволяет 
связать направление вектора прираще-
ния пластическои деформации с векто-
ром приращения напряжении.  

В теории пластичности сплошного 
тела предполагается, что при пластиче-
ском течении объем тела остается по-
стоянным (то есть объемные деформа-
ции равны нулю, объемная жесткость 
бесконечно велика, а коеффициент Пу-
ассона стремится к 0,5). При етом для 
материалов, предел упругости которых 

3 Наклеп ‒ упрочнение металлов вследствие изменения их структуры и фазового состава в процессе пластической деформации при температуре 

ниже температуры рекристаллизации. 

Рис. 2. Сдвиговое (красныи цвет) и объемное (синии цвет) упрочнение в плоскости 
инвариантов «p ‒ q» на примере модели Hardening Soil

Рис. 3. Применение ассоциированного закона пластического течения для материалов, предел упругости которых не зависит от среднего 
напряжения (а) и материалов, предел упругости которых зависит от среднего напряжения (б)
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не зависит от среднего напряжения (на-
пример, металлов), можно использовать 
условия прочности, в которых поверх-
ность прочности параллельна гидроста-
тическои оси (например, Мизеса или 
Треска – Сен-Венана). Исходя из етого, 
при пластическом течении будут разви-
ваться исключительно деформации 
сдвига, то есть вектор развития дефор-
мации будет перпендикулярен поверх-
ности текучести (рис. 3, а). Ето утвер-
ждение носит название «ассоцииро-
ванный закон пластического тече-
ния», так как вектор развития дефор-
мации связан («ассоциирован») с по-
верхностью текучести:  

 

                     
.                 (1) 

 
 
Если же применить ассоциирован-

ныи закон пластического течения к ма-
териалам, предел упругости которых за-
висит от среднего напряжения (напри-
мер, дискретным, для которых исполь-
зуются поверхности прочности, не па-
раллельные гидростатическои оси), 
то ето приведет к появлению чрезмерно 
высокого значения объемнои состав-
ляющеи пластическои деформации (из-
за принятия перпендикулярности век-
тора деформации) (рис. 3, б). В реаль-
ном експерименте объемные деформа-
ции при сдвиге в данных телах деистви-
тельно будут наблюдаться, однако их ве-
личина будет значительно меньше. Фак-
тически наблюдаемыи в експерименте 
вектор развития пластических дефор-
мации окажется не перпендикулярен 
поверхности текучести. В етом случае 
для оценки пластических деформации 
используется еще одна поверхность, 
перпендикуляр к которои будет соответ-

ствовать вектору развития деформа-
ции, – поверхность пластического по-
тенциала. Она не совпадает с поверх-
ностью текучести и описывается отдель-
нои функциеи напряжении. Производ-
ная от пластического потенциала ис-
пользуется в неассоциированном за-
коне пластического течения. 

В теорию пластического течения 
Д. Друкером и В. Прагером [4] было 
введено понятие пластического потен-
циала. Пластическим потенциалом на-
зывается такая функция напряжения g, 
частная производная от которои про-
порциональна приращению пластиче-
скои деформации:  

 

                     
.                (2) 

 
 
Для условия прочности Кулона – Мо-

ра потенциал пластичности g – функ-
ция, определяющая направление векто-
ра приращении пластическои деформа-
ции, – задается группои уравнении:  

 
 
 

           

.     (3) 
 
 

 
Угол наклона поверхности потенциа-

ла пластичности именуется углом дила-
тансии и обозначается ψ. В целом, ди-
латансиеи называется своиство дисперс-
ных грунтов изменять объем при сдви-
ге. Ето явление обусловлено переупа-
ковкои частиц при развитии сдвиговых 
деформации, что приводит к разуплот-
нению при изначально плотнои упаков-
ке (дилатансии) или уплотнению при 
изначально рыхлои упаковке (контрак-

ции). Соответственно, данные процессы 
могут сменять друг друга при сложнои 
траектории нагружения. Проявление 
дилатансии в дисперсных грунтах не 
позволяет использовать допущение тео-
рии пластичности об отсутствии объ-
емных деформации при пластическом 
течении.  

Угол дилатансии обеспечивает учет 
изменения объема при развитии пла-
стических деформации сдвига (конт-
ракция при Δεv<0 и дилатансия при 
Δεv>0). В ассоциированном законе пла-
стического течения угол дилатансии ψ 
равен углу внутреннего трения φ, по-
верхность текучести одновременно рас-
сматривается как потенциальная по-
верхность (g=f) (рис. 3).  

При 0<ψ<<φ используется неассо-
циированныи закон течения ‒ наблюда-
ется дилатансия, происходит увеличе-
ние объема (рис. 4, а). При ψ=0 объ-
емные деформации при сдвиге будут от-
сутствовать, так как вектор деформации 
будет лежать в девиаторнои плоскости 
(рис. 4, б). При ψ<0 в ходе сдвига объем 
будет уменьшаться – происходит конт-
ракция (рис. 4, в).  

Функция пластического потенциала 
является неотъемлемым атрибутом лю-
бои упругопластическои модели. Она 
может быть подобна функции текучести 
или отличаться от нее. Некоторые про-
граммные комплексы предоставляют 
пользователю возможность независимо-
го выбора формы поверхности пласти-
ческого потенциала и поверхности те-
кучести. 

Для определения направления век-
тора пластическои деформации требу-
ется, чтобы поверхность текучести была 
дифференцируема в любои точке. 
В противном случае для напряженных 

Рис. 4. Неассоциированныи закон течения, направление вектора пластическои деформации при различных значениях угла дилатансии: 
ψ>0 – дилатансия (а); ψ=0 – пластические объемные деформации отсутствуют (б); ψ<0 – контракция (в); g – след поверхности 
пластического потенциала, f – след функции текучести.
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состоянии в точках на ребрах поверх-
ности текучести, а также там, где две 
поверхности пересекают друг друга, 
возникают точки сингулярности4. Ето 

обстоятельство принципиально в пер-
вую очередь для численных расчетов, 
в которых будет наблюдаться ухудшение 
сходимости. Для описания функции в 

недифференцируемои точке использу-
ется правило Коитера (рис. 5).  

Принимают, следуя Д. Прагеру [5] и 
В. Коитеру [6], что течение на ребре яв-
ляется линеинои комбинациеи течении 
слева и справа от ребра. Ето означает, 
что вектор пластического течения будет 
направлен по биссектрисе угла, образо-
ванного двумя перпендикулярами к 
примыкающим поверхностям в ближаи-
ших дифференцируемых точках:  

 

         
.         (4) 

 
В современных моделях зачастую 

вводятся дополнительные промежуточ-
ные поверхности текучести, обеспечи-
вающие сглаживание поверхности, 
в связи с чем правило Коитера приме-
нять не требуется.

4 Точка сингулярности – это точка, в которой функция не определена или имеет нерегулярное поведение (например, точка, в которой функция имеет 

разрыв или недифференцируема) 

Рис. 5. Реализация правила Коитера в недифференцируемои точке пересечения двух 
поверхностеи текучести. Красным показан результирующии вектор
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