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АННОТАЦИЯ  
Издательство журнала «Геоинфо» подготовило к печати и передало в 
типографию книгу «Математические модели грунтов для инженеров» 
(авторы – А.Ю. Мирный и А.С. Мосина), объемом более 400 страниц. Эта 
монография, задуманная в первую очередь как практический справочник, 
содержит в себе необходимую теоретическую информацию по теории 
упругости, пластичности и ползучести, а также сведения о более чем 30 
моделях, реализованных в наиболее популярных геотехнических расчетных 
комплексах, об их областях применения и методиках определения 
параметров. На эту книгу получены положительные рецензии профессоров 
Г.Г. Болдырева и А.Г. Шашкина. Приобрести данное издание можно будет уже 
в октябре 2024 года, отправив заявку на адрес электронной почты 
sale@indep-geo.ru. С актуальным содержанием данной монографии можно 
ознакомиться по ссылке https://disk.yandex.ru/d/X-lHTOKrwOC2-A.  
Чтобы дать читателям представление о стиле изложения и содержании 
этой книги, мы, с согласия авторов, решили опубликовать фрагменты из 
нее в серии статей. В данной стате описывается модель, основанная на 
аналитичсеских решениях А.И. Боткина, и модель, предложенная Ю.К. 
Зарецким.  
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В
ероятно, исторически первои 
моделью, использующеи гипер-
болическии закон деформиро-

вания, была так называемая модель 
А.И. Боткина, основанная на аналити-
ческих решениях, опубликованных 
А.И. Боткиным в конце 30-х – начале 
40-х годов XX века [1, 2]. Ети публи-
кации предшествовали значительно бо-
лее известным в зарубежнои литерату-
ре работам Р. Конднера [3, 4], кроме 
етого, содержали некоторые решения, 
позволяющие развить модель с приме-
нением положении теории пластично-
сти. Предложенная А.И. Боткиным ма-
тематическая модель помимо удачнои 
аппроксимации експериментально на-
блюдаемых зависимостеи содержит еще 
и условие прочности в инвариантнои 
форме. К сожалению, современному 
специалисту ета модель практически не 
известна и упоминается только в рабо-
тах отдельных исследователеи, напри-
мер А.Н. Алехина [5]. В данном разде-
ле описание модели приводится на ос-
новании публикации етого автора.  

По существу, модель А.И. Боткина 
является обобщением модели Гука, но с 
нелинеиными значениями модулеи объ-
емного сжатия K и сдвига G. Выбор 
именно етих констант упругости вместо 
более привычных модуля общеи дефор-
мации E и коеффициента относительно-
го поперечного расширения ν представ-
ляется значительно более обоснованным 
для дисперсных грунтов, так как их объ-
емная и сдвиговая жесткость обусловле-
ны принципиально разными механизма-
ми. Объемное сжатие связано с умень-
шением объема порового пространства – 
следовательно, с ростом средних напря-
жении объемная жесткость возрастает:   

 

                   
,              (1) 

 
где A0 – безразмерныи параметр, опре-
деляющии величину объемнои жестко-
сти; σm – среднее напряжение; ε – сред-
няя относительная деформация; α – 
безразмерныи параметр степеннои 
функции, близкии по смыслу парамет-
ру a в работах Н. Янбу [6].  

Сдвиговое деформирование сопро-
вождается взаимным смещением ча-
стиц скелета и в пределе приводит к 
разрушению, поетому по мере накопле-
ния дефектов структуры сдвиговая же-
сткость снижается. В модели А.И. Бот-
кина для етого используется гиперболи-
ческии закон:  

 

                    
,               2) 

 
где B – безразмерныи параметр, опре-
деляющии начальную сдвиговую же-
сткость; σi – интенсивность напряже-
нии; σu – предельное значение интен-
сивности напряжении; γi – интенсив-
ность деформации сдвига.  

Предельное напряжение σu опреде-
ляется в соответствии с условием проч-
ности Мизеса – Шлеихера – Боткина.  

Следует отметить, что у различных 
авторов встречаются различные формы 
записи, не меняющие существа модели, 
в частности вместо средних напряже-
нии и деформации могут использовать-
ся первые инварианты тензора напря-
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ABSTRACT  
The publishing house of the “Geoinfo” journal has prepared for printing the 
book “Mathematical models of grounds for engineers” (by A.Yu. Mirnyy and 
A.S. Mosina) with a volume of more than 400 pages and handed it over to a 
printing house. This monograph,(which was conceived primarily as a 
practical reference book) contains the necessary theoretical information on 
the theory of elasticity, plasticity and creep, as well as the information about 
more than 30 models implemented in the most popular geotechnical 
computational softwares, about their fields of application and methods for 
determining parameters. This book received positive reviews from professors 
G.G. Boldyrev and A.G. Shashkin. You will be able to purchase the book in 
October 2024 by sending an application to the next email address: 
sale@indep-geo.ru. The current contents of this monograph can be found at 
the next web link: https://disk.yandex.ru/d/X-lHTOKrwOC2-A.  
To provide insight into the style of presentation and the content of the book 
for the readers, we decided to publish some fragments from it (with the 
consent of the authors) in a series of articles. This article describes the model 
based on analytical solutions by A.I. Botkin and the model proposed by Yu.K. 
Zaretskiy.  
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жении и деформации соответственно, 
вместо интенсивности – вторые инвари-
анты. Ети расхождения в формулиров-
ках приводят только к изменениям в ве-
личинах коеффициентов модели.  

Традиционно математическая мо-
дель А.И. Боткина отображается в виде 
так называемого паспорта прочности ‒ 
диаграммы, включающеи в себя ряд за-
висимостеи инвариантов напряжении и 
деформации, а также предельную пря-
мую (рис. 1). Ето построение объеди-
няет на однои координатнои плоскости 
зависимость между напряжениями, ин-
вариантами напряжении, объемными и 
сдвиговыми деформациями:  

I квадрант: траектория нагружения, 
зависимость интенсивности касатель-
ных напряжении от среднего напряже-
ния, предельная прямая. Каждыи еди-
ничныи опыт трехосного сжатия ото-
бражается в виде траектории нагруже-
ния, по предельным точкам можно по-
строить предельную прямую (либо оги-
бающую, если используется нелинеиное 
условие прочности);  

I квадрант: зависимость интенсивно-•
сти деформации сдвига от интенсивно-
сти касательных напряжении. Для каж-
дого единичного опыта трехосного сжа-
тия могут быть получены свои парамет-
ры нелинеиного деформирования. Вид-
но, как жесткость меняется с ростом 
среднего напряжения; 

III квадрант: зависимость интенсив-•
ности деформации сдвига от объемных 
деформации, дилатансия и контракция. 

В етом квадранте каждыи опыт трех-
осного сжатия позволяет получить 
значение угла дилатансии. Хорошо вид-
но, что с ростом средних напряжении 
за счет уплотнения скелета грунта ди-
латансия возрастает. Дальнеишее уве-
личение среднего напряжения будет, 
наоборот, приводить к снижению дила-
тансии, так как объемному расширению 
будет препятствовать деиствующее все-
стороннее давление;  

IV квадрант: зависимость объемных •
деформации от среднего напряжения, 
дилатансия и контракция. В етом квад-
ранте точка окончания консолидации в 
каждом единичном опыте – ето точка 
на компрессионнои кривои, по сово-
купности опытов ее можно построить 
полностью. При девиаторном нагруже-
нии каждыи опыт представляется в ви-
де дополнительного участка зависимо-
сти, отражающего дилатансию или 
контракцию.  

Насколько известно авторам, в на-
стоящее время модель А.И. Боткина в 
оригинальном виде не реализована в ка-
ких-либо распространенных численных 
программных комплексах. Тем не ме-
нее ее развитие представляется пер-
спективным в связи с простотои и ра-
циональностью используемых зависи-
мостеи.  

Определение параметров модели 
А.И. Боткина, учитывая феноменологи-
ческии характер используемых зависи-
мостеи, следут проводить путем подбо-
ра значении для достижения наилучшеи 

аппроксимации експериментальных 
кривых. 

Применительно к крупнообломоч-
ным грунтам, используемым в качестве 
основании и материалов гидротехниче-
ских сооружении, Ю.К. Зарецким ги-
перболическии закон применялся для 
описания как объемного, так и сдвиго-
вого деформирования. Данная модель 
во многом напоминает модель А.И. Бот-
кина, но обладает расширенными функ-
циональными возможностями. Модель 
подробно описана в работах Ю.К. За-
рецкого и его учеников [7, 8]. К сожале-
нию, широкого применения модель не 
нашла, однако по сведениям авторов, 
реализована в качестве пользователь-
скои модели в ПК ANSYS и применяет-
ся единичными специалистами при про-
ектировании земляных плотин.  

В отличие от модели Duncan-Chang, 
для описания жесткости использовался 
не линеиныи модуль деформации, а мо-
дули сдвига и объемного сжатия. Кроме 
того, использовались инвариантные ве-
личины компонентов НДС – интенсив-
ность касательных напряжении и де-
формации сдвига. В результате закон 
деформирования записывался следую-
щим образом:  

 
 
 

                                    

(3) 
 
 
 
Коеффициенты А, B и a, b предпола-

галось определять непосредственно по 
результатам испытании осесимметрич-
ного трехосного сжатия. Интересно от-
метить, что в даннои модели не требу-
ется введения дополнительного закона 
изменения сдвиговои жесткости от 
уровня средних напряжении ‒ ето про-
исходит автоматически на основа-
нии (3), так как увеличение средних на-
пряжении приводит к увеличению пре-
дельного значения интенсивности каса-
тельных напряжении τi*. По существу, 
кривые деформирования при различ-
ных уровнях средних напряжении будут 
подобны друг другу, как и в моделях, 
родственных Hardening Soil, но для опи-
сания етого требуется существенно бо-
лее простая запись.  

Поверхность прочности в модели 
описывается модифицированным усло-
вием прочности Мизеса – Шлеихера ‒ 
Боткина и записывается в октаедриче-
ских напряжениях. Поверхность текуче-
сти кусочно-линеиная, что позволяет хо-
рошо адаптировать модель к фактиче-

Рис. 1. Паспорт прочности грунта (графическое представление модели А.И. Боткина). 
Цветом выделены зависимости, соответствующие одному опыту; черным показаны 
зависимости, полученные по совокупности опытов
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ским експериментальным данным. Каж-
дыи из участков поверхности текучести 
соответствует своему виду нагружения: 
I – объемному растяжению; II – девиа-
торному нагружению; III ‒ объемному 
сжатию с девиаторным нагружением; 
IV – объемному сжатию (рис. 2).  

Участок I характеризует поведение 
материала в области растягивающих на-
пряжении, и за его первую точку при-
нимается «сопротивление отрыву» σm,t. 
В качестве упрощения участок I может 
объединяться с участком II в единую 
прямую линию, в етом случае поверх-
ность текучести модели примет вид ко-
нуса (Ю.К. Зарецкии в своеи моногра-
фии «Лекции по современнои механике 
грунтов» приводит также вариант етои 
модели для различных видов напряжен-
ного состояния – при изменении пара-
метра Лоде меняется и форма поверх-
ности текучести; в етом случае форма 
поверхности текучести в пространстве 
главных напряжении близка к непра-
вильнои шестиугольнои пирамиде), 
а начальнои точкои линии служит вир-
туальная точка среднего напряжения, 
соответствующего давлению связности. 
Угол наклона етои прямои меняется от 
начальнои величины φ0 до предель-
нои φ*oct, текущее значение угла тре-
ния φoct равнозначно по смыслу моби-
лизованному углу трения φm или углу 
отклонения θ, но в других координатах 
ето параметр состояния модели.  

Участки III и  IV формируют «шат-
ровую» часть поверхности текучести. 
Параметром обратного наклона участ-
ка III является угол Ψ (не путать с уг-
лом дилатансии), начальное значение 
которого Ψ0 определяется експеримен-
тально. Пересечение етои прямои с 
осью абсцисс определяется суммои 
деиствующих средних напряжении и 
структурнои прочности. Положение 
участка  IV – вертикальнои линии – 
описывается значением функции 
упрочнения P*, определяемым в зави-
симости от накопленнои пластическои 
объемнои деформации.  

Следует отметить, что выбор кон-
кретных функции и точек раздела уча-
стков функции текучести неслучаен – 
каждыи из них обоснован с точки зре-
ния теории накопления и залечивания 
дефектов структуры дисперсного грун-
та. В частности, точка пересечения уча-
стков III и IV всегда принадлежит тра-
ектории CTC при трехосном сжатии в 
дренированном режиме, что позволяет 
легко определять ее в любои момент 
расчета. Участок II предполагает, что 
пластическая деформация сопровожда-

ется разрыхлением (дилатансиеи), 
вследствие чего постепенное накопле-
ние дефектов структуры не компенси-
руется залечиванием. Если же нагруже-
ние идет по участку  III, то  за счет 
уплотнения происходит залечивание 
накопленных дефектов и такое дефор-
мирование может долго не приводить к 
разрушению. 

На рисунке 3 показано направление 
приращения вектора пластическои де-
формации в различных точках поверх-
ности текучести. Модель использует ас-
социированныи закон пластического 
течения. В случае если нагружение про-
ходит через сингулярную точку, для 
определения направления вектора тече-
ния используется правило Коитера.  

Упрочнение в модели связывает 
каждую из функции текучести для со-
ответствующих участков поверхно-
сти  (4) с пластическои объемнои де-

формациеи, при етом функция упроч-
нения (Φ, Ψ, P) для каждого участка 
своя (5). Для упрощения восприятия в 
выражениях ниже используется система 
обозначении, принятая ранее в даннои 
монографии:  

 
 
 
   
  

    

(4)

 
  

  
 
где γi

p – интенсивность пластическои 
деформации сдвига; εv

p – пластическая 
объемная деформация; σm – среднее на-
пряжение (нормальное октаедриче-
ское); τi, τi* ‒ интенсивность касатель-
ных напряжении и ее предельное значе-
ние соответственно; φoct, coct – октаедри-

Рис. 2. Поверхности прочности и текучести модели Ю.К. Зарецкого в плоскости «средние 
напряжения σ – интенсивность касательных напряжении σi» [7] 

Рис. 3. Направление вектора приращения пластическои деформации в различных точках 
поверхности текучести (черныи) и его компонент сдвига (красныи) и объемного сжатия 
(синии) в модели Ю.К. Зарецкого [7]
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ческие параметры прочности; Φ, Ψ, P – 
функции упрочнения.  

 
 
 
 

               

(5) 
  

 
 
 
где B – експериментальныи параметр; 
γi* ‒ предельное значение интенсивности 

пластических деформации; Kp – модуль 
объемнои пластическои деформации.  

Максимально подробное описание 
модели с примером определения пара-
метров на основании паспорта прочно-
сти приведено в учебном пособии 
В.В. Орехова [8].  

К безусловным достоинствам модели 
Ю.К. Зарецкого следует отнести ее про-
стоту и ясныи физическии смысл каж-
дого параметра, ведь каждое входящее в 
модель выражение обосновано експери-
ментальными наблюдениями. В отличие 

от большинства современных моделеи, 
ета модель может быть полностью опре-
делена на основании 3‒6 опытов трех-
осного сжатия, что, собственно говоря, 
и сделало ее удобным инструментом для 
проектирования гидротехнических со-
оружении с применением крупнообло-
мочных грунтов, для которых проведе-
ние многочисленных испытании затруд-
нено, а иногда и невозможно. Несмотря 
на кажущуюся сложность выражении (4) 
и (5), математическая постановка модели 
не требует сложных вычислении. 

Таблица. Параметры модели Ю.К. Зарецкого и методы их определения 

Параметр Ед. изм. Значение Метод определения

φoct Октаедрическии угол внутреннего трения °
Характеризует зависимость 
сопротивления сдвигу от 
средних напряжении По результатам испытании трехосного сжатия, 

построенным в октаедрических координатах 
(«паспорт прочности», рис. 1)

coct Октаедрическое сцепление кПа
Характеризует сопротивление 
сдвигу при нулевых средних 
напряжениях

φ0
Угол начального положения поверхности 
текучести I‒II °

Определяет размер упругои 
области в начале нагружения 
(девиаторное нагружение) Определяются историеи нагружения и могут 

быть определены на основании моделирования 
исходного напряженного состояния

Ψ0
Угол начального положения поверхности 
текучести III °

σm,стр
Структурная прочность в октаедрических 
координатах кПа

Определяет размер упругои 
области в начале нагружения 
(объемное сжатие)

A, B
Параметры гиперболическои зависимости 
интенсивности деформации сдвига от 
интенсивности касательных напряжении

- Задают сдвиговую жесткость 
модели

Трехосное сжатие в консолидированно-
дренированном режиме, обработка по 
аналогии с [4]

a, b
Параметры гиперболическои зависимости 
объемнои деформации от средних 
напряжении

- Задают объемную жесткость 
модели

Компрессионная кривая, построеная по 
совокупности испытании трехосного сжатия 
при различных напряжениях, обработка по 
аналогии с [4]
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