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АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ОСАДКИ  
С УЧЕТОМ НЕЛИНЕЙНОСТИ ДЕФОРМИРОВАНИЯ

АННОТАЦИЯ  
В работе рассматривается развитие метода послойного суммирования (МПС), 
позволяющего проводить расчет осадок с учетом нелинейности 
деформирования без применения численных методов. Метод основан на 
предложении З.Г. Тер-Мартиросяна об учете сдвиговой и объемной 
составляющей деформации с использованием соответственно модуля сдвига 
и модуля объемного сжатия при расчете методом послойного суммирования.  
На основании аналитического решения задачи о распределении 
компонентов напряжений в грунтовом массиве выполнен расчет объемной 
и сдвиговой составляющих осадки для загруженных площадей различной 
конфигурации. Полученное решение сопоставлено с ранее известными 
аналитическими решениями и с численными расчетами с использованием 
различных моделей деформирования.  
Сопоставление результатов использования предложенной методики 
расчета и аналитического решения показало, что предлагаемый метод 
приближает получаемое решение к точному решению Шлейхера – 
Польшина. Сопоставление с решением, полученным с применением метода 
конечных элементов (МКЭ) на основе различных упругопластических 
моделей, показало, что учет деформации сдвига приближает решение 
методом послойного суммирования к численному решению без введения 
дополнительных корреляционных коэффициентов.  
Использование предложенного нелинейного решения позволяет получить 
результаты, сопоставимые с результатами численного моделирования при 
расчете простейших задач фундаментостроения с применением меньшего 
количества допущений. Дальнейшее развитие метода может позволить 
уточнить линейные решения, предписываемые на настоящий момент 
нормативными документами. 
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ВВЕДЕНИЕ ►  
Несмотря на широкое распростране-

ние численных методов в практике гео-
технического проектирования, аналити-
ческие решения задач по-прежнему ак-
туальны – именно ети методы расчета 
осадки и устоичивости основания со-
оружения хорошо апробированы и яв-
ляются достаточным обоснованием без-
опасности и надежности. В частности, 
метод послоиного суммирования 
(МПС) на протяжении 50 лет является 
основным рекомендованным методом 
расчета осадки отдельно стоящих и лен-
точных фундаментов.  

Ограничения аналитических методов 
хорошо известны: в большинстве случа-
ев расчет не учитывает негоризонталь-
ного залегания инженерно-геологиче-
ских елементов (ИГЕ), а поведение от-
дельных елементов моделируется на ос-
новании теории линеиного деформиро-
вания. Метод послоиного суммирова-
ния предполагает, что каждыи елемен-
тарныи слои находится в состоянии ком-
прессионного сжатия и не испытывает 
бокового расширения. Ето предположе-
ние справедливо лишь отчасти, для 
фундаментов достаточно большои ши-
рины по отношению к сжимаемои толще 

основания. Анализ напряженного со-
стояния основания даже на основании 
теории линеино-деформируемои среды 
показывает, что области роста касатель-
ных напряжении хоть и не распростра-
няются на ту же глубину, что нормаль-
ные напряжения, но не могут игнориро-
ваться при расчете деформации. 

Профессором З.Г. Тер-Мартирося-
ном была предложена модификация 
етого метода, позволяющая учитывать 
развитие в каждом елементарном слое 
сдвиговых деформации. Преимуще-
ством данного метода является возмож-
ность учета деформации основания за 
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ABSTRACT  
The paper considers the development of the layer-by-layer summation 
method, which makes it possible to calculate settlements taking into account 
nonlinear deformation without using numerical methods. This method is 
based on the proposal of Z.G. Ter-Martirosyan on taking into account the 
shear and volumetric components of deformation using, respectively, the 
shear modulus and the volumetric compression modulus for the calculation 
by the layer-by-layer summation method. 
The volumetric and shear components of settlements for loaded areas of 
various configurations were calculated on the basis of an analytical solution 
of the problem of stress components distribution in a soil mass. The obtained 
solution was compared with previously known analytical solutions with the 
use of various deformation models.  
Сomparing the results of using the proposed calculation method and the 
analytical solution was shown that the proposed method brings the obtained 
solution closer to the exact Shleikher-Pol'shin solution. The comparison with 
the solution obtained using the finite element method (FEM) on the basis of 
various elastoplastic models showed that the consideration of shear 
deformation brings the solution by the layer-by-layer summation method 
closer to the numerical solution without introducing additional correlation 
coefficients. 
The use of the proposed nonlinear solution makes it possible to obtain results 
that are comparable to the results of numerical modeling when calculating 
the simplest problems of foundation engineering using fewer assumptions. 
Further development of the method can make more precise the linear 
solutions that are currently prescribed by regulatory documents.  
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счет формоизменения – даже при коеф-
фициенте относительного поперечного 
расширения ν = 0,5, то есть при беско-
нечнои объемнои жесткости осадка не 
будет нулевои за счет деформации сдви-
га. Помимо етого использование пара-
метров объемнои и сдвиговои жестко-
сти лучше соответствует физическим 
процессам, протекающим при дефор-
мировании скелета грунта (изменению 

пористости и взаимному смещению ча-
стиц). Однако сохраняется и общии не-
достаток теории линеиного деформиро-
вания: в пределах одного ИГЕ же-
сткость не зависит от уровня деиствую-
щих напряжении и величина осадки на-
прямую зависит от выбора мощности 
сжимаемои толщи.  

В качестве логичного дальнеишего 
шага можно воспользоваться хорошо 

известнои в рамках нелинеинои меха-
ники грунтов степеннои зависимостью 
жесткости от уровня средних напряже-
нии. Предлагаемая модификация поз-
волит расширить область применения 
метода послоиного суммирования, 
а также снизит зависимость результата 
расчета от выбора мощности сжимае-
мои толщи, так как с увеличением на-
пряжении с глубинои жесткость будет 

Таблица 1. Коэффициенты влияния αm для расчета средних напряжений Δσmp,i по оси загруженной 
площади (при ν = 0,3)

ξ = 2z/b Круг
Прямоугольник с соотношением сторон η = l/b, равным

Лента  
(η ≥ 10)

1,0 1,4 1,8 2,4 3,2 5,0

0 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

0,4 0,552 0,573 0,593 0,599 0,601 0,599 0,596 0,590

0,8 0,331 0,362 0,395 0,407 0,412 0,412 0,408 0,400

1,2 0,204 0,233 0,269 0,286 0,296 0,298 0,295 0,289

1,6 0,133 0,157 0,190 0,208 0,222 0,227 0,227 0,222

2 0,092 0,111 0,139 0,157 0,172 0,180 0,183 0,179

2,4 0,067 0,082 0,105 0,122 0,137 0,147 0,152 0,149

2,8 0,051 0,063 0,082 0,096 0,111 0,122 0,129 0,128

3,2 0,040 0,049 0,065 0,078 0,092 0,103 0,112 0,112

3,6 0,032 0,040 0,053 0,064 0,077 0,088 0,098 0,100

4 0,026 0,032 0,044 0,054 0,065 0,076 0,086 0,090

4,4 0,022 0,027 0,037 0,045 0,056 0,066 0,077 0,081

4,8 0,018 0,023 0,031 0,039 0,048 0,058 0,069 0,074

5,2 0,016 0,020 0,027 0,034 0,042 0,051 0,062 0,068

5,6 0,014 0,017 0,023 0,029 0,037 0,045 0,056 0,063

6 0,012 0,015 0,021 0,026 0,033 0,040 0,051 0,059

Рис. 1. Затухание вертикальных, средних и девиаторных напряжении с глубинои для загруженнои площади с различным соотношением 
сторон
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возрастать и затухание осадки будет 
происходить быстрее. 

В настоящеи работе приведены ре-
зультаты сопоставления решении тесто-
вои задачи различными методами. 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ ► 
По предложению З.Г. Тер-Марти-

росяна осадка определялась по дву-
членнои формуле, в которои для каж-
дого елементарного слоя раздельно 
определялась деформация за счет 
объемного сжатия, вызванная измене-
нием среднего напряжения, и дефор-
мация сдвига, вызванная девиатором 
напряжении: 

 

    
,     (1) 

 
где s  – осадка елементарного слоя; 
Δσzp,i – приращение дополнительного  
вертикального напряжения в середине 
i-го слоя; Δσmp,i – приращение дополни-
тельного среднего напряжения в сере-
дине i-го слоя; Gi – модуль сдвига i-го 
слоя; Ki – модуль объемного сжатия i-
го слоя; hi – мощность i-го слоя.  

Некоторые вопросы в етои методике 
вызывает определение среднего напря-
жения для i-го слоя. В исходнои редак-
ции его предлагается рассчитывать на 
основании компонент напряженного со-
стояния для даннои точки [1]. Ето мо-
жет быть выполнено на основании ре-
шения задачи А. Лява [2], развитого 
впоследствии В.Г. Короткиным [3] – в 
его публикации приведены полные ана-
литические решения для всех компо-
нентов напряженно-деформированного 
состояния (НДС). Несмотря на гро-
моздкость етих решении, величина при-
ращении дополнительных напряжении 
определяется исключительно интенсив-
ностью распределеннои нагрузки, фор-
мои загруженнои площади и координа-
тами рассматриваемои точки, что поз-
воляет выразить средние напряжения с 
помощью коеффициентов влияния. 
Принимая во внимание то, что метод 
послоиного суммирования исходно рас-
сматривает только центральную ось, 
проходящую через загруженную пло-
щадь, можно также не рассматривать 
точки вне етои оси (x, y = 0). Таким об-
разом, для определения Δσzp,i можно ис-
пользовать табличные значения коеф-
фициента влияния α (по таблице 5.8. 
СП 22.13330.2016), а для определения 
Δσmp,i – получить свои значения коеф-
фициентов, представленные в табли-
це  1. При необходимости значения 
коеффициентов могут быть рассчитаны 
и для больших глубин.  

Характерно, что по мере увеличения 
соотношения сторон прямоугольнои за-
груженнои площади среднее напряже-
ние с глубинои затухает медленнее 
(рис. 1). Для близкои к квадрату загру-
женнои площади, напротив, наблюдает-
ся концентрация среднего напряжения 
в пределах глубины, равнои ширине 
фундамента. Етот вывод вполне логи-
чен, так как хорошо известно, что при-
ращения горизонтальных напряжении с 
глубинои затухают краине быстро, а сте-
пень затухания вертикальных напряже-
нии непосредственно зависит от конфи-
гурации загруженнои площади. На етом 
основании можно предположить, что 
наибольшее расхождение между пред-
лагаемым методом и классическим 
МПС будет наблюдаться для ленточных 
фундаментов, так как предлагаемое ре-
шение основано на пространственнои, 
а не на плоскои задаче.  

Следует отметить, что, в отличие от 
вертикального напряжения, горизон-
тальные напряжения (а, как следствие, 
и средние) зависят от величины коеф-
фициента относительного поперечного 
расширения ν. В.А. Флорин [4] указы-
вает, что влияние коеффициента по-
перечного расширения несущественно 
влияет на значения напряжении, однако 
ето верно только для квадратнои загру-
женнои площади. По мере увеличения 
соотношения l/b влияние увеличивает-
ся и для ленточного фундамента 
(l/b > 10) расхождение между средними 
напряжениями при ν = 0,2 и ν = 0,4 до-
стигает 21%. 

Нелинеиность деформирования в 
предлагаемом методе проще всего 
учесть путем введения степеннои зави-
симости модулеи жесткости от уровня 
средних напряжении. При етом авторам 
представляется более корректным ис-
пользовать независимые показатели 
степени для сдвига и объемного сжа-
тия – аналогично тому, как ето сделано 
в модели UBCSand и ее модифика-
циях [5–8]:  

                          

;

 
                                         

;
 

    

                                   

(2) 
   
 
,
                                         

 
где Gref, Kref – опорные значения моду-
леи сдвига и объемного сжатия соответ-
ственно; σref – опорное среднее давле-
ние; n, m – степенные показатели. 

В отличие от широко распространен-
нои в настоящее время модели Harden-
ing Soil [9, 10], независимые степенные 

показатели жесткости позволяют учи-
тывать различие физических процес-
сов, влияющих на изменение жесткости 
грунта при уплотнении. Сдвиговая же-
сткость обусловлена в первую очередь 
трением, и в грунтах с большими значе-
ниями угла внутреннего трения зависи-
мость будет более сильнои. Объемная 
жесткость определяется пористостью, и 
для грунтов с плотнои упаковкои ча-
стиц зависимость будет слабои. Данные 
степенные показатели могут быть опре-
делены по результатам испытании трех-
осного и компрессионного сжатия в ре-
зультате расчета соответственно пара-
метров сдвиговои и объемнои жестко-
сти при различных уровнях средних на-
пряжении и последующеи аппроксима-
ции полученных частных значении сте-
пеннои функциеи.  

Начальное (бытовое) среднее напря-
жение σm,i в каждом елементарном слое, 
необходимое для учета нелинеинои же-
сткости, целесообразно определять на 
основании бытового вертикального на-
пряжения и величины коеффициента 
бокового давления в массиве K0. В етом 
случае в расчете может быть учтено и 
переуплотненное состояние.  

 

               
.            (3) 

 
Порядок расчета практически не от-

личается от изложенного в 
СП 22.13330.2016. После построения 
епюр природного и дополнительного 
давления и определения мощности сжи-
маемои толщи вся она разделяется на 
елементарные слои. Для уровня середи-
ны каждого слоя рассчитывается ве-
личина среднего бытового напряжения 
σm,i, на основании которого определяют-
ся величины модулеи сдвига и объемно-
го сжатия. Расчет может быть легко вы-
полнен в табличнои форме.  

С целью сопоставления различных 
методов было выполнено три группы 
расчетов. 

1. Для проверки точности аналитиче-
ского решения выполнен строгии расчет 
для невесомого основания для линеино-
упругои среды методом послоиного сум-
мирования, методом З.Г. Тер-Мартиро-
сяна и по решению Шлеихера – Польши-
на [11, 12]. Авторами была рассмотрена 
задача об осадке в центре загруженнои 
площади ширинои 1 м, нагрузка соста-
вила 500 кПа. Рассмотрено три случая 
соотношения сторон  – загруженныи 
квадрат, прямоугольник с соотношением 
сторон l/b = 3,2 и условно бесконечная 
лента. Нагрузка принята бесконечно гиб-
кои для лучшего соответствия условиям 
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метода послоиного суммирования и ана-
литического решения задачи. Для на-
глядности рассматривался только случаи 
первичного нагружения, без разгрузки, 
а сама нагрузка прикладывалась к днев-
нои поверхности массива. Мощность еле-
ментарного слоя принята равнои 0,2 м. 
Мощность сжимаемои толщи в данном 
случае искусственно не ограничивалась 
и составляла 7 м (дополнительные напря-
жения от внешнеи нагрузки на етои глу-
бине не превышают 1,5%).  

2. Инженерныи расчет в линеинои 
постановке, учитывающии вес основа-
ния и более реалистичные геометриче-
ские параметры, выполнялся методом 
послоиного суммирования по 
СП 22.13330.2016, предлагаемым ана-
литическим методом и численно в про-
граммном комплексе Plaxis. Использо-
валась линеино-упругая модель, расчет 
выполнялся методом послоиного сум-
мирования, методом З.Г. Тер-Мартиро-
сяна в линеинои постановке и численно. 
Ширина фундамента была принята рав-
нои 5 м, глубина заложения – также 5 м. 
Как и для аналитического расчета, рас-
сматривались соотношения сторон 
l/b = 1; 3,2; 10. Мощность сжимаемои 
толщи определялась по методике 
СП 22.13330.2016 и использовалась для 

установления нижнеи границы расчет-
нои модели. Для квадратнои загружен-
нои площади она составила 6 м; для 
прямоугольнои – 9 м; для ленты – 10 м. 
Мощность елементарных слоев прини-
малась равнои 0,2b = 1 м.  

3. Для проверки учета нелинеиности 
деформирования был выполнен расчет 
тои же задачи предлагаемым нелинеи-
ным методом и с применением модели 
Hardening Soil, использующеи аналогич-
ныи степеннои закон изменения же-
сткости. Геометрические параметры за-
дачи были приняты аналогично преды-
дущему варианту расчета. 

Для корректного сопоставления ре-
зультатов расчетов были приняты пара-
метры физико-механических своиств, 
представленные в таблице 2 при опор-
ном давлении 100 кПа.  

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 
Результаты расчета осадки загружен-

нои площади для первого сопоставитель-
ного расчета представлены в таблице 3. 

Сопоставление результатов расчетов 
показывает, что классическии метод по-
слоиного суммирования (с учетом фак-
тического коеффициента невозможно-
сти бокового расширения β = 0,74) за-
нижает осадку относительно аналитиче-

ского решения Шлеихера – Польшина 
на 24–37% в зависимости от соотноше-
ния сторон фундамента. Ето может объ-
ясняться как неточностью исходнои 
предпосылки метода о компрессионном 
режиме сжатия каждого елементарного 
слоя, так и неизбежнои погрешностью, 
связаннои с дискретизациеи непрерыв-
нои функции изменения напряжении по 
глубине. Метод З.Г. Тер-Мартиросяна 
значительно ближе к аналитическому 
решению – расхождение составляет от 3 
до 15%, причем в сторону завышения 
расчетнои осадки (таблица 3). На осно-
вании етого сопоставления можно за-
ключить, что метод З.Г. Тер-Мартиро-
сяна больше соответствует фактическо-
му НДС в линеино-упругои среде, од-
нако не учитывает, что интенсивность 
девиаторнои составляющеи напряжении 
в пределах одного елементарного слоя 
по ширине неодинакова, что и приводит 
к завышению деформации. 

Второи расчет, демонстрирующии 
практическую реализацию инженерного 
метода в линеинои постановке, учиты-
вал вес основания и более реалистич-
ные геометрические параметры. Резуль-
таты расчета приведены в таблице 4. 

Для предлагаемого нелинеиного ме-
тода начальные значения модулеи были 

Таблица 2. Принятые для расчета параметры физико-механических свойств

Параметр Размерность

Модель

Linear-elastic (LE) Mohr-Coulomb Hardening soil

γ кН/м3 20 20 20

E0 МПа 30 30 -

ν - 0,3 0,3 -

G МПа 11,5 11,5 -

K МПа 25 25 -

φ ° - 30 30

c МПа - 0,005 0,005

E
50

ref МПа - - 24

Eoed
ref МПа - - 40,4

Eur
ref МПа - - 225

n, m - - - 0,5

K
0

- 0,428 0,428 0,428

Таблица 3. Значения осадки поверхности в центре загруженной площади, полученные аналитическими 

методами 

Соотношение сторон 

загруженной площади l/b
Метод послойного 

суммирования
Решение Шлейхера – Польшина Метод З.Г. Тер-Мартиросяна

1 0,013 0,017 0,019

3,2 0,020 0,027 0,031

>10 0,024 0,038 0,039
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приняты по таблице  2, а  степеннои 
коеффициент – равным m = n = 0,5. Как 
и в случае МПС, из компонент напря-
жении от внешнеи нагрузки σp вычита-
лись соответствующие компоненты бы-
товых напряжении σg.  

В связи с тем что в численном рас-
чете для устоичивости решения потре-
бовалось ввести ненулевое значение 
сцепления, третии сопоставительныи 
расчет был выполнен в двух вариантах – 
с учетом и без учета давления связно-
сти в степенном законе жесткости [9]. 
Из таблицы 5 видно, что в случае учета 
давления связности результат расчета 
практически совпадает с результатом 
нелинеиного численного расчета.  

В качестве дальнеишего развития 
метода можно учесть и разгрузку дна 
котлована. При етом опорное давление 
pref, при котором приняты опорные 
значения модулеи G и К, должно быть 
не меньше, чем вертикальное бытовое 
давление σzg на уровне дна котлована. 
В етом случае до достижения данного 
уровня нагрузки все модули прини-
маются постоянными, а при превыше-
нии его начнут возрастать. 

ОБСУЖДЕНИЕ  
И ЗАКЛЮЧЕНИЕ ►  

В результате сопоставления резуль-
татов расчетов аналитическими и чис-
ленными методами в линеино-упругои 
и нелинеинои постановках установле-
но, что учет сдвиговои деформации 
наиболее принципиален для фунда-
ментов небольшои ширины. По мере 
увеличения ширины загруженнои пло-
щади режим работы каждого елемен-
тарного слоя приближается к компрес-
сионному сжатию и сдвиговая состав-
ляющая деформации не вносит суще-
ственного вклада в общую осадку, так 
как размер зон сдвига уменьшается от-
носительно области компрессионного 
сжатия. 

Учет нелинеиного изменения же-
сткости с глубинои уточняет значение 
осадки и приближает результат расчета 
к результатам численного моделирова-
ния с применением нелинеинои модели. 
При етом результат может быть получен 
в простои табличнои форме без приме-
нения специализированного программ-
ного обеспечения. 

Расхождение предложенного метода 

в линеинои постановке с точным реше-
нием Шлеихера – Польшина составляет 
от 3 до 15%, в то время как для клас-
сического МПС – от 24 до 37%, что до-
казывает корректность выполненных 
вычислении и полученных значении 
коеффициентов. В нелинеинои поста-
новке метод дает результаты расчета 
осадки, приближенные к результатам 
численного решения, и большие, чем 
МПС, так как учитывает развитие 
сдвиговых деформации. Учет нелинеи-
нои жесткости грунтов приводит к бо-
лее реалистичнои оценке деформации 
основания. 

Предложенныи модифицированныи 
метод нелинеиного инженерного расче-
та осадки позволяет: 

учесть зависимость объемнои и сдви-•
говои жесткости от уровня средних на-
пряжении;  

учесть отклонение фактического на-•
пряженного состояния от гипотезы о 
компрессионном сжатии елементарного 
слоя;  

снизить зависимость результата рас-•
чета от выбора мощности сжимаемои 
толщи. 

Таблица 4. Значения осадки поверхности, м, в центре загруженной площади, полученные инженерными и 
численными методами в линейной постановке 

Соотношение 
сторон загруженной 

площади l/b

МПС (по СП 22.13330.2016) Метод З.Г. Тер-Мартиросяна
МКЭ (модель LE)

без разгрузки с разгрузкой без разгрузки с разгрузкой

1 0,050 0,043 0,062 0,054 0,058

3,2 0,074 0,063 0,095 0,082 0,086

10 0,081 0,069 0,139 0,091 0,091

Таблица 5. Значения осадки поверхности в центре загруженной площади, полученные инженерными и 
численными методами 

Соотношение сторон 
загруженной площади l/b

Метод З.Г. Тер-Мартиросяна
МКЭ (модель Hardening Soil)

без учета давления связности с учетом давления связности

1 0,042 0,044 0,045

3,2 0,063 0,066 0,066

10 0,070 0,073 0,074
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